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En tractar de globalitzar la seva Teoria de la Relativitat especial, es a dir,
de fer cosmologia, A. Einstein hi incorpora la Gravetat (associada a la matéria),
mitjancant la idea de que l'efecte d’'un camp gravitatori sobre una particula
és exactament el mateix que el d’una acceleracié de la mateixa respecte d’un
sistema inercial, i que les trajectories “lliures” havien d’esser geodésiques. Aixo
el portd a definir la gravitacié com una propietat de la métrica en I'espai-temps,
on ’evolucié de la mateixa en reflexaria els canvis en la distribucié de mateéria.
D’altra banda, considera aquesta materia distribuida a I’Univers com un fluid
perfecte, i els punts en serien les galaxies.

Aixi I’evolucié de I’Univers es pot descriure mitjancant les solucions d’una
equacié entre tensors, anomenada 'equacié d’Einstein,

Ric(g) = xT,

on g representa una meétrica, T' és el tensor d’impulsié-energia, corresponent
al tensor dels esforcos (stress tensor) en un fluid perfecte, amb divI = 0 que
representa la matéria, i x és una constant (la constant cosmologica).

En general T també depén de g de manera no lineal, i aixi, expressada en
coordenades, I'equacié anterior esdevé un sistema de 10 equacions escalars, en
derivades parcials, de segon ordre i no lineals, d’'una gran complexitat.

Un procediment habitual en l'estudi dels fendmens regits per aquest tipus
d’equacions és el de la linealitzacié: Hom canvia a 'equacié per la seva “dife-
rencial”’, obtinguent aix{ una equaci6 lineal i similar. Llavors hom considera les
solucions de I'equacio lineal com a aproximacions de les solucions de ’equacié
original. Al cas de 'equacié d’Einstein aquest procés fa aparéixer un operador
dalambertia, es a dir que aquesta part lineal esta relacionada amb ’operador de
les ones (vectorial).

Sorgeix immediatament la qiiestié de la validesa del métode. En primer
lloc hi ha les questions generals d’existéncia i unicitat de solucions de I'equaci6
d’Einstein amb condicions inicals donades, i tot seguit el problema de l'estabi-
litat del procés de linealitzaci6, que classicament s’entén com que les solucions
de ’equacié d’Einstein osculen a ’ordre 1 amb les solucions de la linealitzada,
diguem ho aixi, per a un instant de temps donat, el que permet de formular el
problema en termes d’estabilitat respecte de condicions de Cauchy.

Aquest problema ha rebut ’atencié de diversos autors, principalment a partir
dels anys 70 del segle XX, com ara Y. Choquet-Bruhat i S. Dreser, A. Fischer
i J. E. Marsden, V. Moncrief i d’altres, sempre en abséncia de matéria i molt
al voltant del cas en que la métrica inicial és la de Minkowskii 6 similar (en un
cert sentit).

En tres articles publicats al tombant de segle, els autors de la present mo-
nografia contribuiren a la solucié del problema amb resultats pel cas que hi ha
mateéria, és dir que en ’equacié d’Einstein, T no és nul. Com que la métrica
g també intervé a T com a variable, comencaren per la revisioé del concepte de
linealitzacié, amb una nova definicié en que T és considerada també com a vari-
able. Aquesta nova formulaci6 els permeté d’estendre els resultats d’estabilitat,
ja coneguts al cas del buit, al cas que hi ha matéria, amb condicions (naturals
pero técniques) sobre la mida i regularitat de les dades de Cauchy. Finalment, a
manera d’aplicacié, estengueren els resultats al model cosmologic de Robertson i
Walker (la restriccié de la métrica a l’espai té corbatura seccional constant, i els
coeficients només depenen del temps), que és un model a la vegada prou simple



i versatil i per tant molt usat en els treballs de caire fenomenologic. En paraules
dels autors “...si interpretem 'univers amb un model de Robertson Walker amb
meétrica g i tensor d’impulsié energia 7T',... la explosié d’una supernova en una
galaxia distant produird una pertorbacié en el tensor d’impulsié-energia inicial,
T que revertird en una pertorbacié de la métrica g, i aixi 'univers deixara de res-
pondre al model de Robertson i Walker,...tanmateix cal saber si la linealitzaci6
és (,ara,) admissible...”

El llibre en qiiestié pretén d’esser un tractat autocontingut, en la mida del
que és possible en un tema extraordinariament técnic, del problema de la line-
alitzacié de equacié d’Einstein. Aixi comenca amb dos capitols introductoris.
Al primer hom fa una exposicié completa i ben referenciada de la flora i fauna
de les varietats pseudoriemannianes i al segon, fa una exposicié de la Teoria
de la Relativitat, restringida i general, des de l'axiomatica elemental fins als
models cosmologics, amb émfasi en ’equacié d’Einstein i el model de Robertson
Walker.

Al tercer capitol hom parla de la linealitzacié de ’equacié d’Einstein i la
relacié amb 'operador de les ones (dalembertia), que en representa el resultat,
i molt usada quan es vol fer fisica fenomenologica.

Aquests capitols fan 'exposicié accessible a un piiblic amb un cert grau de
coneixements fisics 6 matematics i fins i tot poden ésser usats, amb les evidents
completacions de material (algunes demostracions, etc.) com un curs basic de
cosmologia (per a fisics i matematics)

El capitol quart és forca més técnic i basicament esta destinat a demostrar
Pexisténcia i unicitat (llevat de difeomerfismes que no alteren les condicions
inicials ni la direcci6 de propagacié de les mateixes) del problema de Cauchy
per a 'equacié d’Einstein. Aquest resultat representa, de fet, una reduccié que
permet de pensar en la restriccié a una subvarietat convenient (del tipus espai)
d’una solucié de ’equaci6é, per comptes de pensar en la solucié mateixa, el que
representa un bon estalvi técnic i conceptual.

Aquesta és la part general i introductoria de I’exposicié. Cal dir que tant
el tercer com el quart capitols tenen un caracter més avancat i contenen les
demostracions de practicament tots els resultats exposats.

La resta del llibre esta dedicat a I’estudi de I’estabilitat per linealitzacié de
les dades de Cachy, es dir parells g, T donats a una subvarietat, amb condicions
de lligadura. Consisteix en una revisioé del concepte d’estabilitat, seguit d’una
generalitzaci6 al cas que hi ha matéria, dels resultats d’altres autors abans
esmentats i també d’altres resultats obtinguts pels autors del 1libre.

La presentacio i discussio dels conceptes d’estabilitat per linealitzacio (classic
i nou) es fa al cpitol V, on també s’hi estudien diverses propietats i objectes
matematics associats.

Els segiients capitols, estan dedicats a demostrar resultats d’estabilitat per
linealitzacid, entesa segons el nou concepte, de les dades de Cauchy, estenent els
d’altres autors al cas T # 0, i presentant-ne de propis.

El capitol VI conté els teoremes de A. Fischer i J. E. Marsden, i de V.
Moncrief que fan referéncia al cas que, en abséncia de matéria, les dades de
Cauchy sén donades en una varietat compacta.

Finalment, els dos darrers capitos detallen la contribucié dels autors.

El capitol VII conté la generalitzacié dels treballs de Y. Choquet-Bruhat i
S. Dreser, quan les dades de Cauchy s6n la métrica de Minkowskii i abséncia
de matéria, sobre una varietat no compacta, i dels de Y. Choquet-Bruhat, A.



Fischer i J. E. Marsden, per a métriques generals que coincideixen amb la de
Minkowskii a 'infinit, en el cas que T # 0.

El capitol VIII és més aplicat i conté l'estudi, en termes de la geometria
i topologia de la varietat de base, de ’estabilitat per linealitzaci6 del model
cosmologic de Robertson i Walker.

El caracter dels darrers quatre capitols del llibre és forca técnic i s’hi in-
clouen desenvolupaments i resultats de temes de I’Analisi Funcional classica
d’operadors, d’espais de Sobolev, d’equacions en derivades parcials, d’operadors
el-liptics, en diverses situacions no standard i que no permeten el recurs directe
de la citaci6é. Alguns d’aquests, deguts a J. Bruna, i als autors d’aquest llibre,
han donat lloc a sengles publicacions.

Finalment, quelcom d’especialment agrait és el grau de completitud mate-
matica del text, I’eleccié de la bibliografia i els comentaris sobre la mateixa que
en fan els autors, en un ambit que sovint és una selva de publicacions i resultats.

Recomanem molt la lectura total o parcial del llibre, tant pel contingut com
pels métodes emprats, a matematics, fisics, i altres persones interessades en
I’aplicacié de les matematiques a la descripcié del que percebem com a realitat.
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